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Um sistema eletrodinâmico para teste de fadiga de molas é 
representado por um modêlo com dois graus de liberdade. 
A .·simülaçâo da máquina teste por um sistema com d o'i s 
graus de liberdade e fôrça restauradora F = ( >t -1- (>a'.:') a. é feita 
com auxílio do computador analógico, EAI-TR48 DES - 30. 
São determinados para execução do teste os valores favo-
ráveis da razão de deflexão das molas I y 1 1 / 1 y 2 - Y 1 1 , , a.. fre-
quência da fôrça excitadora e IY2 1 amplitude de movimento damassamz, 
em função da relação de massas m2 /m1. 
Os resultados são comparados com os da solução analitica 
para o caso de mola linear ( ~ ~ D ) • 
iv 
ABSTRACT 
An eletrodynamic system for testing fatigue in springs is 
represented by a model which has two degrees of freedom. 
The simulation of the tester by a two degrees ,of freedom 
system with restoring force F = (oL +(',oc 2 ):x., is made on anana-
log computer EAI - TR48 DES - 30. 
The favorable values of the spring deflection ratio /y1 /! ~z-y1/, 
the frequency of the exciting force, and / y 2 [ the amplitude ofmotion 
of the mass m 2 , as function of the mass ratio m2 /mi, are determined 
to the execution of the test. 
The results are compared with those of the analytic solution 
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Um dos metodos empregados para ensaios acelerados de fadiga 
consiste bàsicamente de um excitador eletrodinâmico de vibrações, aco -
plado a um dispositivo de fixação do corpo de prova. 
A máquina é operada na frequência natural do sistema mecani 
co formado pelo corpo de prova agindo como elemento elastico, uma mas 
sa oscilante constituida do elemento móvel do excitador (1) e de discos a-
dicionais (2), conforme figura (1). Em função da rigidez (K) do corpo de 
prova é determinado o n-:imero de discos (2) a ser empregado, a fim de se 
ter a ressonância do sistema dentro da faixa de frequência de operação do 
excitador. De ac:Ôrdo com a expressão conhecida : 
O emprêgo de dispositivos de fixação adequados permite teste 
de corpos de prova à tração-compressão, flexão, torção, etc. 
A amplitude da fÔrça atuante no especimem é medida por meio 
de um dinamômetro Ótico (3), através do qual o corpo de prova é fixado à 
base da máquina (4). 
O teste de elementos de baixa rigidez tais como molas, nao p~ 
de ser executado por métodos convencionais devido à limitação de curso 
do excitador eletrodinâmico. A fim de manter o curso do excitador ( y2 ) 
na figura(2) dentro de limites especificados e simultâneamente obter-se 
grandes deflexÕes no elemento elástico, introduz-se a massa adicional 
(m1) entre dois elementos idênticos a testar conforme o diagrama da fi~ 
ra (2). Resulta assim um sistema com dois graus de liberdade. 
Queremos determinar os parâmetros para os quais obtem-se u 
/////[///// 
1 - k 
y2 t 2 m 2 . t F sen wt 
J_ 
t 
4 -:::-;:.. "" 
T .. 
I/T/7///////7 
. Fig. (1) - Maquina-teste 
Legenda: 
1. Excitador eletrodinâmico 
2. Discos adicionais 
A , 
3. Dinamometro otico 
4. Base da maquina 
5. Especimen 
.. 
Fig. (2) - Modêlo matem~tico 
.Legenda: 
1. Mofa linear constituinte 
da maquina 
2. Massa vari~vel (discos) 
· 3. Massa adicional 
4. Mola a testar· 
2 
3 
ma ressonância na qual a deflexão I Y2 I é pequena, e tambem que a am-
plitude de deflexão do especimen inferior I Y11 , seja maior ou igual aqu~ 
Ia do especimen intermediário I yz-yl 1 . Isto devido a amplitude da fôr-
ça indicada no dinamometro ser relacionada com a deflexão I Yl I do ele-
mento inferior. 
O objetivo da tese é a determinação dêstes parâmetros para o 




Molas nao lineares sao aquelas em que o valor absoluto da ra-
zão fÔrça sÔbre deflexão não ~ constante. Com o aumento da deflexão se a 
razão cresce, a mola sofre um endurecimento (hardening). Se a razao de 
cresce, a mola sofre um amolecimento (softening). 
Os diagramas fÔrça-deformação para estas molas sao represen 
tados na fig. (3). 










Fig(3) - Caracterfsticas das molas não lineares. 
A classe de molas cuja relação deflexão-fôrça restauradora e 
representada pela expressao F = (o<+(>"'') x. engloba não só as molas l_!: 
neares ( 0"'º ) assim como as molas com endurecimento ( e,> o ) e as mo 
las com amolecimento ( (?,Lo· ). 
As equações de movimento do modêlo, fig (2), têm respostas do 
tipo transitÓrio e permanente. Ao teste de fadiga s~mente haverá interê~ 
se na i'i1tima solução. Para o sistema em questão há necessidade de intro 
5 
duzir amortecimento para extinção da resposta transitÓria. O que sera 
conseguido pela adoção de um crit~rio quantitativo de amortecimento. Por 
analogia a um sistema de um grau de liberdade, definimos um coeficiente 
de amortecimento de referência C r da forma seguinte : 
, e um fator de amortecimento t,: 
C- e. 
= 
Cr ~ definido nestes têrmos em vista de se prever operaçao 
com oscilações maiores de 'l>l.
1
. Para obtenção de um sistema oscilatorio 
com pequeno amortecimento, adota-se 4 = 5 l; , entao 
C= 0.1- Jo<.v..<;_ 
2. 1 - MOLA LINEAR 
A solução analitica para o modêlo fig. (4) no caso de molas li-
neares ~ exata, SET01 , e as equaçoes de movimento serao : 
U//_L_ L-"~/./ 
(1) 
Fig. (4) - Modêlo linear com 
amortecimento 
Supondo -se soluções harmônicas para os deslocamentos 
iwt 
J~ = 'í1 e. e , e substituindo nas equações (1), resulta: 
-(,,,,-tú,w) '<1 + F 
Resolvendo-se o sistema pela regra de Cramer : 
seja 
' -+ L 
t. Y, = A+ 8~ 
6, 12 = C + D..:. 
Y1 = ( A 1 + B Y ) + ( B x - A Y l i 
)(2;- y.? 
teremos entao, se b.,; O 
6 
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yl = / y.i. e = \ ~J. \ ( cOS(PJ + isen4'.1.) 
Y 
2 
= i 'J 2 I e l <li, = \ j2 I ( ca-4>2 + lSe'nq>2 ) 
considerando a fôrça excitadora senoidal: 
F sen w t = J'YYL ( +'" ,./w-l: ) 
As respostas ji., ~2 serão: 
:/'WL [ 1 :/i. I e. i e wf: + lP., J ] - 1 jJ. / &e-n (-wf- + q>.i) (1. a) y = 
1 
y = Jr,;._ [ 
/ 'j z I e~ [ wi +q,2)] - i ':I 2 1 ,; eYI. e lAJ I:+ q>z) ( 1. b) 
2 
ép,1 = M,c. -~ ~ 
!-' 
4z = Ov\..c. ~ bi 
e. 
/yl 1 = J 1,..'2 .... 8,i2' 
IY2 I - j c...'z+ n' 2 • 
8 
, 
O movimento relativo das duas massas :J~-:Ji e a defle-
xão da mola intermediária e é dado por: 
u = 
V = (1. e) 
Análise do sistema linear para a amplitude do deslocamento [Y [ ser 
2 
nula: 
Seja a resposta Y
2 
+A 




ex - DY 
dividindo membro a membro, pois 





=lc+ D,i_ 1 = o 
rf2p< - 'V..{_ J 1,<..) 
2 
c2._ Fc:w 
D)( - CY 
C=O 
/ 
Se o sistema tem frequência _(\:,*o para a fÔrça 
D= o 
excitadora entao 
D=O c=O , caso em que o amortecimento é nulo e 
-\O = J-/2.Tf J Z<></ "YY1J. 
g 
Um sistema linear ( (,=o) com dois graus de liberdade co~ 
forme esquema, figs. (2) e (4), apresenta as curvas resposta-frequên -
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1 
Fig. (5. a) 
Fig. (5. b) 
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No caso de amortecimento nulo ( - - - ) e amortecimento fra 
co ( --- ) a amplitude do movimento da massa m 2 , apresenta maxi-
mos nas frequências f 1 , f2 e um minimo na frequência fo . A esta am-
plitude minima ou antiressonância da massa m 2 , corresponde uma am 
plitude máxima de movimento da massa m 1 . 
Na frequência fo a maior parte da energia do sistema e absor 
vida no movimento da massa m 1 . 
No caso das frequências f1 e f2 estiverem suficientemente ~ 
fastadas de r
0 
, o amortecimento sendo baixo, o movimento damassa m2 
torna-se desprezível em comparação com o de m 1 , em uma faixa de fre 
quencia em tÔrno de f0 . 
Nesta faixa o comportamento da massa m 1 pode ser aproxi-
mado como de um sistema com um grau de liberdade e frequência natu-
ral r0 , fig. (5. b). 
A frequência fo sera aquela em que a deflexão da mola tes-
tada e máxima, sendo a deflexão do excitador eletrodinâmico minima. 
Conforme teoria de sistemas lineares de dois graus de libe:i::_ 
dade desenvolvida, 1 ~2 1 será nulo em fo , s~mente quando o amorte-
cimento fÔr nulo. 
Tendo o amortecimento efeito de transferência de energia da 
massa m 1 para m2 , o sistema amortecido fig. (5. b) tem em fo uma res 
sornincia para 1 ~j. I, porem ª amplitude 1 ':lz I não é nu1a. 
Considerando o sistema linear não amortecido, vemos que 
o conjunto massa-molas ( IM.J., oe ) funciona como absorvedor dinâmi-
co de vibrações. O ponto de máxima absorção de energia será aquêle em 
que a frequência natural do absorvedor se iguala a do conjunto massa-m~ 
la ( "IM,o1 , P.. ) . 
11 
Para tanto a razão das massas deve-
ra satisfazer ~ relação mi 2 /rrn.J - P., /z0c . 
2. 2 - MOLA NÃO LINEAR 
/)/?// // 
FIG. (6) - modêlo com fÔrças 
restauradoras não lineares. 
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As equaçoes de equilibrio do modêlo, fig. (6), com fÔrças res-
tauradoras não lineares, constituirão um sistema de duas equações dife-
renciais não lineares de segunda ordem. 
(2) 
As equaçoes (2) apresentam acoplamento linear e nao linear. Pa 
ra a aplicação de m~todos analiticos ~ vantajoso proceder-se ao desaco -
plamento dos têrmos lineares das equações de movimento, quando não e 
possível obter-se um desacoplamento total. 
O m~todo que segue ~ uma extensão para vibrações forçadas do 
m~todo de HENRY e TOBIAS
2 
para vibrações livres. 
13 
As expressoes das energias potencial e cinetica, sao : 
(3) 
• 2 • '.?: 
, = 1/z f\'V\.1 ';h + J/z =2 'h 
onde o têrmo ( - ':'2 F H"l w t ) na energia potencial e associado com a f.;r 
ça excitadora, LANDAU 3 . 
A transformação das coordenadas inerciais 1 J. , 'j 2 em coorde 
nadas normais Q, Q,. ~ obtida fazendo-se a substituição: - ' 
, nas equaçoes (3) e escolhendo -se q> e \ji tais 
que os coeficientes dos têrmos QJ. Q2 
• • 
, &J.i0, se anulem. 
(4) 
' 2 • 2. 
, = Co Q~ + C.i .Q.,_ 
os coeficientes A0 ,.;A2, B 0 , ... , B5, C 0 , C2 são 
determinados no apêndice (1). 
Equaçoes de·moviinerito: aplicando-se a equação de Lagrange 
( Ô'.)+ ê)S =O él<i\. VQ~ . 
ao sistema de eq(4), resulta: 
Colocando a equação (5) sob forma adimensional 
introduzimos as variaveis : 
7 = [ J./2 J
-J/z 
(Ao/co + A2/C2) t 
14 
(5) 
, para tanto 
onde L ~ a unidade de comprimento dada por L = ff · . Demais cons 
tantes estão representadas no apêndice (1). Teremos entao 
entaco .(J.i, t serao tais que 
satisfaçam a razão é.1 /E- 2 ; substituindo -se no sistema precedente, ter e 
mos E representando a não linearidade para as duas equações : 
15 
A equaçao (6) esta sob forma conveniente para a aplicação de 
métodos analiticos. Quando a não linearidade é pequena, pode-se aplicar 
o método das perturbações, desenvolvido para vibrações forçadas de sis 
temas com dois graus de liberdade, por BYCROFT4. 
Para a análise de vibrações forçadas por êste método, quando 
se tem interêsse em examinar o comportamento do sistema na faixa de 
frequências pr;ximas a ressonância, há conveniência de associar-seo P.'.1:_ 
râmetro .€. 'à. fÔrça excitadora ( ver exemplo CUNNINGHAM5 pág. 190). 
Para isto torna-se conveniente introduzir a transformação de coordena-
das, BYCROFT4 , : 
A, r-e:n fl.. X 
.....fl,z_ Wz2 
do que resultam as equaçoes 
. 2 
., 2 2.l-! r ;,.'s-enfl 7 (+'WI' 19'-_/l..'sen.{l,'i/l(~_A,'w,,.Jl.,7J(. 
a.,+W 1 X+ ÉW1 J. a:'.- 1 
1 j_ t .{1.2-w.2 ) ...(l.2- 'k!: j ./L,'-'W,, 
(7. a) 
S + w!j + ew,'[~J j- A,' ,w...íl.. 't (3+ "''~ (l~- A,1 5e,...Jl, 7: l'(."'_,1;,w.J2, 7: (-,. 
l ..lt/- w/ J fi1L-w/ J [ ... ft./-w1-i J 
+ ""-,i_ í J _ ;,.; Sevc .(l, 7:' t ( 9<- _ ,i', l<e-1,1..Ll, r t .. S 2 Í :,e 
L _.(l,Z _ w~' J l ...fl., '- w. 2 J l 





' -O metodo das perturbaçoes consisté em procurar uma solução 
em série de potências de E'. da forma: 
X. = Xo ( ~ ) + E ac_i_ ( {, ) + t" X,2 ( ~ ) + , , , 
Devido à natureza oscilat~ria do sistema, quando se substitui 
estas expressões nas equações (7, a) e (7, b) aparecem têrmos seculares, 
isto é, a amplitude é crescente com o tempo, Êstes têrmos não são com 
pativeis com a solução desejada, 
' . . 
E com a finalidade de eliminar estes termos seculares que o 
tempo ( "t ) é expressado em forma das séries : 
possibilitando assim a eliminação pela escolha adequada dos coeficientes 
ú 1 , u-2 , · · · , v1 , v2 , · · · 
Esta {iltima modificação do m~todo cl~ssico das perturbações 
foi introduzida por Lighthill, ARIARATNAM 6 , e maiores detalhes po -
dem ser vistos no apêndice (2), 
17 
Introduzindo as expansões nas equações (7. a) e (7. b), tere-
mos no apêndice (2) o desenvolvimento das soluções, que são apresen-
tadas em forma compacta, a seguir: 
+ '\'Lj. (J\,2 + w,Z )k,2 / Ç~TI Wj. ~ 
4,.h' j 
' A, -1l.1. 
-+ 'Vlz (J:li2 +w/)k-,' l 
4"-'l' 5 
?: - [1 -
7: - [1 - + 
Se .;_ =º o sistema terit as soluções: 
X:=c 
Á.1-' -ÍCJ. 5-<-n W; !'( 
' , ) W_1. (..il; -Wj. 
~= 
;,..; ...!lj_ 5e-,,. w, 'i 
w,(../l/-w,') 
18 
caracterizando soluçoes de sistema linear forçado. 
O metodo das perturbações para a simulação do mod~lo, é longo, traba 
lhoso precisando serem as soluções determinadas para cada valor do 
tempo até alcance da solução permanente. 





As equaçoes de movimento do modêlo representado na figu-
ra (7) sao : 
(12) 
FIG. (7) - Modêlo não linear 
com amortecimento. 
O diagrama anal;gico não escalado ~ apresentado nas figu-
ras (8) e (9). As vari~veis foram escaladas para manter as saídas dos 
amplificadores dentro do valor m~ximo de 1 volt. 
3. 1 - DETERMINAÇÃO DA TABELA DE ESCALA. 
No sistema fig (7) , a mola linear constituinte tem constante 
( ~ ) de valor 8000 kgf/ cm. As massas têm as variações : m 1 [1 O, 1 oo] kg, 





: ,; 1 
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Fig. (9) - Diagrama Não Escalado de sen wt 
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O fator de não linearidade (} tera seu valor limitado, 
5 , 
CUNNINGHAM pag. 76. 
quando (l ,_ o 1 (l máx 1 = °" max 
~
2 max 
adotando-se O<'. max = 200kgf/ cm e ;;e_ max = 1 cm 
, 3 
~ max = 200kgf/cm 
A fÔrça atuante máxima ~ limitada em 1 OOkgf. Utilizando o 
sistema C. G. S. , os valÔres máximos das diversas variáveis,saidas dos 
amplificadores, estão representados na tabela (1). Os valÔres máximos 
das aceleraçoes foram obtidos por meio da equação (12) com todos os va 
lÔres máximos. 
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TAB. (1) - VARIAVEIS ESCALADAS 
VARIÁVEIS V A LÔRES MÁXIMOS VARIA VEIS ESCALADAS 
3 3 
( ':/J. - 'J,) ' ( 'h - ~.J 
( ;, - ji) 












3. 5 X 10 
4 X 104 
[('j.t ~'j,)3 J, [(Y,~1,)3 J 
I ~l l ' 800 [ al~ ] 
[ ':i, - ~j 1 . 1600 
[ 2 1;4~t' J 






A equação (12) escalada, para uso no computador analogico 
, ( ,~:M J,,o[ (:>Ji ':'1 "(~,)[:J~) f';""] 
+(i' ~) [ :,~:J-( ~,) [ "~ ( :/500) t l J 
(13) 
3. 2 - ESCALA DO TEMPO. 
O processo escala de amplitudes garante que tÔdas as sai-
- , , 
das dos amplificadores tenham variaçoes apropriadas. Porem e neces 
sário também que a razão de variação das variáveis do computador est~ 
ja de acÔrdo com as propriedades dinâmicas do computador e que a so-
lução seja obtida em tempo razoável. Para tanto o tempo de computação 
foi escolhido como 500 vêzes o tempo real. 
O diagrama escalado eq. (13) com a correção do tempo pa-
ra uso no computador é mostrado nas figs. (1 O) e (11 ). Com auxilio dês 
te diagrama e montado um circuito de blocos. 
25 
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Fig. (11) - Diagrama Escalado de sen wt 
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A geraçao da função sen wt com o argumento ( w) variavel 
por meio de um atenuador, só foi conseguida satisfatoriamente no comp1:: 
tador pelo circuito da fig. (11 ). 
O contrÔle das operações dos integradores foi feito por inte:i:_ 
médio da unidade DES-3 O, sendo o diagrama de operação repetitiva repr~ 
sentado na fig. (12). 
As respostas y1 e (y2 -y1) serão obtidas nas saídas dos am 
plificadores n'?s. 07 e 34, com precisão de :!- O. 005 v. 
A precisão de leitura no atenuador(w) é de O. 0005rd/ s. 
3. 3 - PROCEDIMENTO PARA OBTENÇÃO DAS RESPOSTAS. 
O computador analÓgico utilizado foi um EAI-TR48 com sis 
tema expansão digital DES-30 (Eletronic Associates, INC, Princeton, New 
, , 
Jersey). Como unidades acessarias : osciloscopio : ~ .·c .o m 
. .• m·e µi o r,1,a 
(TEKTRONIX, 564). 
O objetivo é obtenção da resposta permanente operando na 
ressonancia, Manter um nivel de fôrça variando a relação de massas, ob 
ter-se as diferentes frequ~ncias de ressonâncias. 
3. 4 - DETALHES DE OPERAÇÃO. 
a) Com o computador em POT SET são ajustados os atenuadores 
(potenciÔmetros) do circuito nos diversos valÔres fixados. 
b) O computador em HOLD, a unidade DES-30 é ligada, tocando-
se os comandos : CLEAR, FAST, 1 KCS, RUN. Por meio de um seletor, 
escolhe-se o amplificador para o qual é desejada representação na tela do 
osciloscÓpio do computador. Observa-se na tela a curva saida amplifica-
dor-tempo, 
Conectando-se a saida dêste amplificador ao osciloscópio 
com memoria, teremos fixada a imagem dessa curva na tela. 
Assim procedendo, obtiv·emos fotografias que sao apresenta 
das na fig. (13), 
L, ? Co o 
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Fig. (13) - Resposta Amplificador n\l 34 ( m2/m1 = 15) 
Fora da ressonância 
Escala.5 










e) Determinado o valor da amplitude de ressonância em unidades 
de volt, coloca-se o computador em POT SET, desligando-se a unida-
de DES-30. Lê-se o valor do potenciÔmetro n'? (40) obtendo-se afrequên 
eia de ressonância do sistema (w/500). 
No diagrama da figura (1 O) observamos a existência das cha 
ves SWl e SW2. Na posição RIGHT (+) testamos sistemas com C, > o 




APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS 
Na determinação das frequências de ressonâncias no caso 
não linear, em computador analógico, verificou-se um desvio em fre-
quência no ponto de amplitude máxima. Quando êste era aproximado no 
sentido das frequências crescentes ou decrescentes. O desvio notado foi 
+ 
da ordem de - o. 005rd/s, não sendo observável variação de amplitude 
nesta faixa de frequência. 
O gráfico da figura (14) apresenta as frequências de resso-
nâncias em função das razões de massas, para as molas de caracter{s-
ticas a{ indicadas. Observa-se o pequeno efeito da não linearidade nas 
frequências, para o n{vel de fôrça excitadora utilizado. Também a par-













> 20 a frequência de ressonância será f
2
. 
Ainda na figura (14) estão representadas as frequências na 
turais do sistema linear sem amortecimento, para diferentes razões de 




2 r <><. ( « m2 +m 1) + _!_ 1 + 9'.2 + .Qo< ~ = o 
Jjml.m2 m2-J ml,m2 




(20, 30)crnece:·parlLOS caso·s de não linea 
ridade, frequências de ressonâncias mais altas ( (/, > O) que linear, e 
mais baixas ( (l ""- O) que linear, confirmando comportamento bem co-
nhecido para sistemas não lineares de um grau de liberdade. 
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No grafico da figura (15) est~ representada a relação de d~ 
flexões I Yl 1 / 1 Y2-y11 em função da razão de massas m 2/m1, determ.!_ 
nadas em computador analÓgico. Para m2/m1 > 20 observa-se um au 
menta progressivo desta relaçao notadamente quando (' =O e principal-
mente quando f., > O. 
Na figura (16) esta o grafico em que a amplitude I Y2 I é fu~ 
ção da razão de massas m 2/m1 , resultados obtidos em computador a-
nalogico. 
As figuras (17) e (18) apresentam as curvas de compara-
çao entre valÔres obtidos em computador analÓgico e analíticos para o 
caso linear, à mesma frequência de ressonância. 
Na solução dos modelos em computador analÓgico foi pes-
quisada a faixa de frequências [ O, 2000 J rd/ s, sendo somente observa 










Sol. comp. , analÓg. 
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frequência de IY1 1 










Fig. (15). Razão entre amplitudes de deflexão dasmolas em 
.função da relação de massas. 
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Fig. (16). 
_ m_2 /m 1 _ Curso de excitador eletrodinam1co em funçao 
relação de massas. 
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o<../k s o. 025 
F = 40 kgf 
Legenda: 
(:l = o 
Sol. comp. analog. :. ___ 
1 
Sol, analÍtica : ------
equaç Ões U. a) e (1. c) 
' ' 
-1 
1. o ~---·--=~7'7~~~~:c::::::~---""'-T-----:----1 !-----_;:;;-,-<- ,.,~ ..... - ---
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Fig, (17). 
m2/m1 
Razão entre amplitudes de deflexão das molas 
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F = 40 kgf 
Legenda: 
(3 = o 
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. 00~,'- -- ,-----,~r----,·-rr·~-------~--------' 
l 2 4 6 _ 8 • 10 20 30 
Fig. (18), 
m2/ml 
Curso do excitador eletrodinâmico em função da 
relação de massas (caso linear). 
CAPÍTULO 5 
CONCLUSÕES 
A máquina teste de fadiga deverá operar numa 














~ 1 e 
O gráfico da figura (14) indica que para o mvel de fôrça u~ 
lizado, a não linearidade pouco afetou às frequências de ressonâncias. 
No gráfico da figura (15), vê-se para os casos não linear e 




= 20, sàmente sistemas operando à frequência de 
ressonância f
0 





> 20, a única frequência de ressonância exis-
tente, também satisfaz à condição /y 
1 




/ ~ 1. 
Da figura (16) conclui-se que para as molas testadas, a um 
mvel de fôrça pré-fixado, fica satisfeita a condição de /y
2 
/ ~ O. 12 pa-
ra m 2 /m1 
='== 20 operando-se à frequência f
0
. 
A operação à frequência de ressonância f
2 
não satisfaz à 
condição /y
2 
/ f, O. 12 para os seguintes intervalos de relações de mas-
sas: mola linear, m2 > 21 e m2 L 18 ( (3 = O), molas não lineares, 
m1 m1 
m2 > 20 e m2 L 18 ( f-, > O), m2 > 25 e m2 L 20 ( (3 L O). 
Para modelos com as características estudadas a frequê~ 
eia a ser utilizada no teste de fadiga deverá ser f0 . Notadamente o pon-
to onde a relação de massas m 2 /m = 20 deverá ser escolhido. Isto em 1 ' 
virtude de haver uma só frequência de ressonância e serem satisfeitas 
as condições exigidas. 
39 
Por intermédio de simulação em computador analógico, da 
máquina teste de fadiga, vimos que para casos de não linearidades .de 
molas, o teste é adequado. Em virtude das condições de trabalho espe-
7 cificados por AMSLER serem satisfeitas. 
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Dedução das equações adimensionais de movimento em fu:: 
ção das coordenadas normais lineares . 
Sejam 
, substituindo-se 
na equação (3) obtém-se : 
(4) 
• o 
onde A 0 , A 1 , ... , Bo, B1 , ... , c 2 e o coeficiente do têrmo Q1 Q2 que é n:i: 
lo (C 1) sao dados por : 
8., ·= Jf-z.fc.os4c/>- (',c.os?4wn.</, + ahr-,cos2cfse,/<j, + 
_ {3 e.o< cp Sen ~ -+ J./4 (!, S••/r} 
B..tco -.2c,cos'4,so,t +r,eo{q, (3.,-,n~Se>i.'/)- eos~cos.ij)+ 
+ 3(3 s,,"'.f>casq,cos (ef,+'j)- ('>fen"</, {3c..os<(,wJ 'f- Se>c<pf<1><t) + 
-t c, se"" '<j, e.os'/' 
B._ = +.3(-> cos2,p se-,, 'y, + :3 (3 eos <p ,en Y, cos ( ~-t -y,) + 
+ 3/2c-, { ,en'ef,se»'ip- -4cos1sen~cosipfrn1 +Ccl2~Cd>
7f )-+ 
- 3 (3 Jeo,,_q, coJ <p C05, ( <f,+ <jJ) + 3/2 \" Je,-y,.,1pwJ 1'f 
B3 = -:2.!feo,q,,en3'J'-(!-Se'><"'f (3c.osq,wS'f'- Se-nq,Senip)+ 
- 3(1, Je-n 'f cos 'f cos ( cp+'/1) + (3 w,2y; ( 3se.,,cf,se n. 'f - c.osq costp) + 
+ r sen. 'f Go5 f 
B4 = l/zr, 5e-n4f _, (3 s.m-c3y,e<os cJ, + :3/z (-> senz,fw>ip + 
+ (!, Sen 'f úÜ <p + ..t/4 (' ccS',~ 
8 e; = - F CDS Y, Se-n. w t-
44 
45 
A fim de eliminar o têrmo em Q 1 Q 2 para desacoplar o sis . . 
tema linearmente, faz -se A1 = O , como o termo em Q1 Q2 inexiste, 
c 1 = O , o que estipula : 
- J./2 ""'2"' 
As expressoes das energias, eq. (4) ficam entao definidas 
para o modêlo em estudo e aplicando a equação de Lagrange 
J. ( ôT ) u5 _ 0 , r,.. = J, 2 
clt 'uQ~ + VOA - -
teremos determinadas as equaçoes de movimento 
o 
= '2 e., Q, 
46 
A fim de adimensionalizar estas equações, introduzimos as 
novas variaveis: 
- J J/2 





onde L é a unidade de comprimento dada por: L = J ~ (?
0 
' B,; _ - Fsen <p 
Substituindo êstes valÔres na eq. (5) teremos : 
~ Ao /co 
Áo/c_o + A, /c, 
....,_ ,213,,·L 2 /co 
Ao/co+ A, /e 2 
}q2+ 83L2/co 
Áo /co + A2 /e, 
3 i:f; L2 /co 
l+o/u:, +A2 lc, 
3-+ .2A2/c, C[+ ~Bi,L2 /c,. '43+ 38 3 L2 /c2 q2f,-+ 
Aoko+A,k, A,/co+A2/c2 Aako+Aak2 
47 
=Ü 
.:2. 8 L2 /C .+- 2 Z it2+ 8, L
2 /cz 
l>c0 /c 0 + A, /e, 
t-,3 + e,~ / L e. 5-e,vc ( 1.v l t 




' f J 
~12 
w _ <2. A2 /c2-
2 - Aoko + A,/c, 
onde w1 e w2 seriam as frequências naturais do primeiro e segundo si~ 
temas em vibrações lineares, desprezando os têrmos não lineares. 
Seja -tl.,_ uma frequência circular adimensional da fÔrça 
excitadora : 
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. ...fL .! == ' e 
,, 
3B3 ' o2. 84 _fu___ "Mz = ' ""2 = ' "52' = 
.; 
1t 84 I, 84 ~ ê\ 
' / L C2 Al = 6~ /L Co A' 1=>6 _l. = ' ' 
Ao/ co + A, /c 2 Ao/co + A, /e, 
/+o 
Substituindo -se ~stes valÔres na equação (5. a) teremos : 
entao -t.1 t 
' 
serão tais que : é,. _ t1 
€:e, - T, 
logo G representará então a não linearidade para as duas equações, e 
o sistema de equações precedente ficará : 
f + w_i.2 p + E "WJ. 2 l ~J. t,3.... '\\A~ t,2q + 'rl .1 t,q 2+ S;. q?) = A~ Sen ..fl.J. 7: 




- ' Soluçao pelo metodo das perturbações, BYCROFT 4. 
A equação (7. a) com a introdução das expansoes se torna: 
\\ ,, 
OCo + t X-,.1. -+, • · 







:'"'- <; ,e vi. Jl. , ( '/ -+ é V> -+ " . 
-Ílr 2. - 1...uz 2 
_tl, ê_ WJ. 2 




onde X. = x ( ~ ) 
, Entretanto para 1 a. ordem : 
Igualando ;, zero os coeficientes de 6 dos graus zero e um teremos 
,, 2 .xJ. -+ 'LUj 'cl(,J 
(8. a) 
1 ,, 
"' .Q 1Á. J. "' o + 
3 
A.'s<cuA,'l)+ 
.../l.J. 2_ iv, 2 J 
+- ~J ( ::!:o - A,'s~YL .JL r l 2 e~ o - A~ s-e..ufl, T 1 -t-
l .fi, z_ w, z J l ..fi, '-w, a J 
(8. b) 
Similarmente (7. b) resultarii : 
(9. a) 
A~ se.n J/., 1 
__/L 2 º" 2 
j. - "'-'j.. 
+ <;, l Xo -
condições iniciais: 
r= <? = 












' ,,_ _(\.l 




entao :Xo e~) ' A L -11.l. 
anàlogamente eq. (9. a) 
s--e,vi W21 
Por conveniencia Seja 
\ 
k .l. = --'-P._..1.~- I<:-,. -
..[l b K.1. 
1 .. q,,. 
Substituindo-se êsses valÔres na eq. (8. b) teremos 
l r ..(l.,3J'.<M.1V,'í-~}s,M.3W,1-J ..a./'W_LJ-,.,n../1,1 + 
3 ...t1./w,~ (..fl.,+o1J.U,)'Í +l. ~, 2 wJ,.i.,n (..11.,-,:lw,),;; + 
'r 4 '1 
...(l, 
3




µ,ri (1.ÁJi- ,2Jl.1) of, _ ./li \o, µ,,vt ( WJ. + Wc<-_/1.-'-).;; + 
4 ~ 
...(L/ WJ H/>"1 ( w.,_ - W 1 + .../1, ) ,; + __{!,_ 2 "-<h ,-e,n ('w..._ + w1 +-Ih)) + 
~ d 
-+ . ..íl, \u, ,-(/Yl. ( 1AJ" --w .i - _{h ) ,; 
,Z 
W? (J!, 2~ W1-) 2 ,f..UYi. _fl_J ~ + 
o2 





".lA-.1 z.. 1"J _i. J...lNt ...{1 J_. ~ -.+. 1 .. ( .. h. W 1 ..(l J. JuA... 'Wj.. ~ 4-
4 o!/. 
+ 'U..) cJ- '1A) .J. .il .1. µ,,. (,,l ..íl..1. -'l\Jj..) i -+ 
~ 
W-z. 'l,\J l.. _{l i i:,.,v. (_ ó1_ ..:1, i + 'lA.J .,_ ) -11, -+ 
~ 
+ '\Á) 2. '\,V ~ _n_ 1- ~w~1] + 
,2, 
53 
J.t,,,. ( 'lA.>J + 1,\)2 - ..(l., ) s - ft, 'w, J-Vn ( w, - -W 2 + ..{l_, ) ~ .+ 
oZ 
..Jl/'W, .1.e,n (WL-+ ,,_,~ +--DJ) 1 + ....(1.,2 "'-'2 S~ ( 'WJ -'IV2- --<l~) ~ + 
~ ~ 
.1-<M e -íl,- 2w, )~ + 'WJ. 10,"- ,...,,,,_ 3-<1.1 ~ -
" 
+ W!. W 2 ..,(1 .i J...e..,y1 V,,.h: 1, -+ 
4 





( 1 O) 
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Se os termos com freqüência angular wl na equaçao (10) sao agrupa-
dos e igualados a zero, resultará a equação diferencial seguinte: 
·\J./ .11.,. Is-,. c.o,w., <1z-<2u~ 'l.Vi-1L.1-k1. so,w.J.~ = [3-L h:; ft13 + 3~1 k}w;ll; + 
-4u.i1 o2w.._ 
( 
2 ' . 
-tl1 fl~ ~ VJz) }""'J'i 
Esta equação poderá ser resolvida formalmente 
tando 
ou por inspeçao resul 
8w? 4 4w,' 
"'-1 l ~ l = -[31-'- 1-</ _{\: + :3 Oi. -kc' . + "~ ( Jt,'-t w,1 ) k/ 1 ~ 
Cálculo de x.._ ( ~ ): A equação (10) sem os têrmos seculares terá 
~ N - , -
seus termos a direita da forma: J; p'l'l 5 .,., <j,,., ~ • Entao tera soluçao 
do tipo "'-=i 
2 ,l 2 
W.1 .- "-t'Ll 




No caso de sistema com um gráu 
terá solução: 
de liberdade, a eq (8. b) resultante 
( .J,J;/ _ 
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Igualando as duas expressões obtidas para x 1' ( O), ter~ 
mos: 
A= ' ' P..1 -Ai 'l.(,J (o) 
'Wi (.J\,/- w{) 
a:
1
(~) = A',.í\, 'U~ lo) 
1>J1 ( ..!\.'- vJi l) 
X ( 1 
.L 
) ter~ então a expressao: 
+ O~< k-.' ~ 'J,t1(fi/,w,'))(,'}'><<"W;'J + 
~ fu:./ 
com o tempo adimensional dado por: 
+ 
Adotando idêntico procedimento ~ coordenada Yl ( 1?_ ), 
como foi feito a x1 ( Í ), a equação (9.b) resulta: 
+ 
3 'W,' __(l.i S<w< (-w, - 2 -íl, !( ~ 
4 
\ w,' ,~ "'7 + ":,/ ,_ M,7] + 
e ...n/+ -we') sem '1.UJ. 7 + 
.2 
...{l. 3 ( o ) .n, 3 s·- (-i.u, - .t2 w-,_) 11 ~ _
4
_~_ Sem 'W.1 + o<uh / - -
4
- --, ~ { 






&<Nt C..!l, -.;lw,) 1 ... w,f, -s-0,\. 3../Li 1 + 
58 
w~ ;:,,' se-n .[lJ 1 + WJ. ~ .(!J. S""1 ~ l + W_1 ~,Jl.1 S-<.-n (ó!..íl1- w,) 7 + 
_ 'W,Wz .fl.1. 5,w, (.2..n~ +w, l"7 + w, -w,_fl, ,-eM 1,0,- 'V/] + 










..111 ,, S-un ( Wz .... :!-W-') 1t + 
J-&Y>. { w, + .;).li, ) '1. - ..{lj, tl.JJ 2 J-e,t.,i (w, -c!!_.fl.,)l + 
4 
)ê ...ílJ..7 W1 J'.<M ( W,-u.J.1 .... _fl.,_ )( s_,,,,, ( w,+W.1 - Jli 
J. 
-+ 
r.vn e w, + w.,. ,_ _fl, it _,_ Jl1, 2 'W1 s-vn ( w, .... w., ~Jl,) "'7 + 
(1_ { 
w, ( _(]_,2. w,7 ) ~ .fl+ 1 + 
J. 
1,V 1 w , -Ih 
.z 
'W, .. íh '2 J-e-vi ( ...[1_1. + c2_ W2) / + 
4 
'L<J j. ""10 2 ..íl 1.. .(<M. (ó/....(1.J. t WJ. )/_ -+ 
c2. 











Calculo de v 1 ("[ ). 




Esta equaçao resolvida fornece : 
'ij_(1)~ -[3tk,:Jl.2 -+ 3J2k-2 2 
2Wz ~. 





( ·~ ) : A equaçao (11) ter;;,_ têrmos ~ direita da forma : 
tera soluçao do tipo : 
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Introduzindo as condições iniciais obtemos: 
\ 
-:> i3 = o 
,,., w,. ... e ,1 e."' c1>'" 
\.l..,;:: 1 2 ~ 2 
UIJ -~ 
~ ~ (o) = 
No caso de sistema com um gráu de liberdade, a eq (9. b) tem solução: 
'j~ lo) =: v\(o)A~Jl1 
..rt/- - 'kJ l, 2 
Igualando-se as duas expressões obtidas para y 1 (O), teremos: 
;,.' - >,i_ .{li V~ (o) 
w, ( .il/-w,'.) 
l 
A resposta y ( 'vZ_ ) terá a expressão: 
~c1 l= [-"';.fl, . (3\ls.1il: ... ,~<k": .... ,,,zrJl,2 ... w/·)kZ 1 senwai + 
'>h L .f\.}-wi:) l '<~ 4 ~ W12 j 
+ A; ..!1.1 ,-w~ 11_ 
-uJ~ e 1l; -w,:) 
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funções com objetivo de anular os têrmos seculares 
real de b 
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imaginário de /::,. 
variável obtida por transformação de co.ordenadas 
na eq (6). 
deslocamentos sob forma de n'? complexo 
coordenadas inerciais de movimento 
velocidades 
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funções definidas no cap. (2) 
amplitudes de 'j.J. , ';/2 
frequência de excitação 
frequências definidas no apêndice (1) 
constante da mola a testar 
fator de não linearidade 
determinante principal sistema linear 
determinantes do sistema, cap. (21 
coeficiente representante da não linearidade, 
apêndice (1). 
coeficientes representando não linearidade, 
apêndice (1). 
fator de amortecimento 
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B6 
variáveis ligados ao tempo Z: em forma de séries, cap. (2) 
tempo adimensional 
árgumento de transformação de coordenadas inerciais em normais 
ângulos de fase. 
argumento de transformação de coordenadas inerciais em 
normais. 
frequência circular. 
